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GABARITO MATEMATICA

Questao 1

Dada a matriz

<
[

-2 1
-7 3

calcule MZOZO + M2022 + M2024 + M2025 + M2029'

_ | Gabarito |

Vamos calcular o padrao:
-2 1 -2 1 -
-7 3| |-7 3 -

BT S A

M*=-M, M°=-M? M°C=I

M2 =

N oW
NA
[ E—1

M3 =

Assim:

A soma pedida é:

M2O20(] + M? + M* + MP + MP) = M?O2(T + M? — M — M? + M) = —M20%!

= M5 =M = -3
-7 2

Questao 2

Seja i tal que /> = —1. Determine a drea do tridngulo no plano complexo cujos vértices sdo as raizes da equagao

.3
3i ,
<Z— 5) = -27i

(6 |

| Gabarito |

31\’ ‘ _(3m
<z— 5) =-27i=27 as(;)

Da radiciacdo de De Moivre:
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Para k= 0:
i i i 9i
zo_—+30s<§)_—+31_5
Parak=1:
3 (7 3 V3 o1 3v3
z1—5+3C|s(€)—5+3<—7—E)_—T
Para k = 2:

2 2

22=%+3 cis(m-[)=%+3(\/§ '1>=—3\2/§

: oA - 9
Assim o triangulo com os vértices z;, z, e z, tem base 3v3 e altura 5

2743

1_
27| 4

Ent3o a 4rea do triangulo é 3v/3 - g .

Questao 3

Dada a equacado abaixo onde o valor de a é um ndmero real

acos(x) a+ sen(x)
2c0s(2x) =1~ (cos(x) — 3sen®(x)) tg(x)

Determine:

a) os valores de a para os quais a equacdo admite solucao;

b) as solu¢des, em radianos, da equac¢do em fungao de a.

|l Gabarito ', \
Usando que cos(2x) = 2 cos?(x) — 1 e que cos?(x) — 3sen?(x) = 4 cos?(x) — 3, temos:

a+senx
a-CoSX= ———

tgx
Dai,

sen(x)
" sen(x) -1
Agora precisamos limitar o a baseado no seno e para isso temos que:

sen(x) = ! =—

1
Como-1<senx) <1 —-a<x 5
Agora precisamos achar as restri¢des:

4coszx—3¢0—>coszx¢§—>sen2x¢l—»senx;éle senx;é—1 N
4 4 2 2
a#-1lea#1/3

tgx#0->senx#0—->a#0

Para a tangente existir: cosx#0 - senx# Tousenx# -1 > a # %
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Assim a resposta é: {a < % —{0,1/3, —1}}

b) | x = arcsen (

a1>+2kn U (n—arcsen(

a1>>+2kn

Questao 4

Para n natural positivo, o nimero O, é definido como a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética de
razdo 6 iniciada em 1. Dos 2024 primeiros nimeros O,, quantos apresentam resto 1 na divisdo por 8?

, '| Gabarito ', \

Aplicando a soma da PG:

On=<1+1+(n—1)-6

> )~n=(3n—2)-n

Analisando agora a congruéncia por 8:

n=1-0,=1mod8
n=2-0,=0mod 8
n=3-0,=5mod 8
n=4-0,=0mod 8
n=5-0,=1mod8
n=6-0,=0mod 8
n=7-0,=5mod 8

n=0-0,=0mod 8

Logo, n precisa ter resto 1 ou 5 na divisdo por 8 e assim ha % -2= valores.

Questao 5

Para cada numero inteiro k > 1, seja

S 2"+n’+n
KT 4 ntTn(n + 1)

Determine o menor valor de k para o qual

265

5= 1< 7508
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{_Gabarito | ~
kK on 2 k k k
2+t [T Tt T 1
Sk‘n=12n+1.n(n+1)‘,7Z=:1[2n(n+1)+2n+1]‘2n§1n(n+1)+n2=12n+1
171\
_1[1_ 1 ]+Z((E)_1)_1_ 1 _1(1)k_1
2 k+1 11 2 2k+1 2\\2

( )

k+1 k+1

s=t= s (3) |-z ()

1 +(1)k“ L 265 1
2(k+1) " \2 4608 " 17°
1 1 265
Note que para k = 8 — T8 513 = 2608’
possivel é@.

Assim,

que é o caso de igualdade, e a expressdo é decrescente em k, assim o menor k

Questao 6

Jodo nasceu no ano n e esta prestando vestibular para o IME em 2023. Sejam A, B e C conjuntos de inteiros positivos
tais que |A| = |B| + 4. Sabe-se que ha n fun¢des estritamente crescentes de A para C, bem como de B para C.

Observagdes:

* |S| representa o numero de elementos do conjunto S;

* uma fungao é estritamente crescente quando x; < x, implica f(x;) < f(x,).
Diante do exposto, determine:

a) o numero de fung@es f estritamente crescentes de A para C em funcdo de |A| e |C|;

b) o ano no qual Jodo nasceu.

-
- '| Gabarito ', )
a)
Para definir uma fung¢do estritamente crescente de A para C, basta selecionarmos os elementos do conjunto imagem, ja que
havera apenas uma maneira de relacionar os elementos.

Sendo assim, a resposta sera: (:g:)

b)
Do enunciado:

Al |B] Bl +4 |B]
Com isso, as combinagc”)es sao con pIelnentares e assim:

|Cl=2|B|+4

~ 2Bl +4
Temos entdo que n = 18]

12
4

14
5

Se |B| =4—>n=< ):495,que ndo pode

Se|Bl=5->n= ( ) = 2002, que funciona
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Se|Bl=6->n= (166> = 8008, que ndo pode

Assim, a Unica solugdo é: | 2002

Questao 7

Dado um plano m e uma reta r nele contida, sejam A e B pertencentes a m dois pontos em um mesmo semiplano
definido por r. O ponto A’ é o simétrico a A em rela¢do a reta r. Os segmentos de reta AA’ e A'Binterceptam a reta r
nos pontos C e M, respectivamente. Se N é um ponto da reta r distinto de M, prove que

(6 |

| Gabarito |

Solucao 1:

Note que AM = A’M, pois CM é altura e mediana do triangulo AMA’ e, portanto, ele é isésceles de base AA’. Analogamente,
temos que AN = A’N.

Portanto, pela desigualdade triangular no triangulo A’ BN:

AM + MB = A'"M + MB = A'B < A'N + BN = AN + BN
como desejado.
Solugao 2:
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Considere a elipse com focos em A e B passando por M. Como as retas AM e BM formam o mesmo angulo com a reta CM, pela
propriedade refletora, temos que a reta CM é tangente a elipse.
Portanto, qualquer outro ponto N na reta € externo a elipse e entdo

Questao 8

Dada a equacdo abaixo onde o valor de a é um ndmero real

acos(x) a+ sen(x)
2cos2) -1 (cos?(x) — 3sen?(x)) tg(x)

Determine:

a) os valores de a para os quais a equacdo admite solucao;

b) as solu¢des, em radianos, da equag¢do em fungdo de a.

|l Gabarito ', \
Usando que cos(2x) = 2 cos?(x) — 1 e que cos?(x) — 3sen?(x) = 4 cos?(x) — 3, temos:

a+senx
a-CoSx= ——
tgx
Dai,
_sen(x)
sen(x) —1
Agora precisamos limitar o a baseado no seno e para isso temos que:

sen(x) = ! =
1

1
Como-1<senx)<1—-a<x 5
Agora precisamos achar as restri¢des:

4coszx—3¢0—>coszx;&§—>sen2x¢l—>senx;&le senx;é—1 N
4 4 2 2
a+-1ea+#1/3

tgx#0—-senx#0—->a#0

. 1
Para a tangente existir: cosx # 0 — senx # 1ousenx # -1 —» a # 5

Assim a resposta é: {a < % —{0,1/3, —1}}

b) | x = arcsen (a%) + 2k U (n— arcsen (%)) + 2k

Questao 9

Os pontos A(1, 3), B(2,6), C(7,5) e D(7, 3) situam-se sobre lados distintos de um quadrado EFGH. Determine as coor-
denadas dos vértices desse quadrado.
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|l Gabarito ', \
Calculando uma reta passando por A:

y=-3=mx-1=r,: mx—-y-m+3=0
Calculando uma reta passando por B, perpendicular a r,:

y—6=—%(x—2)=>r3 P X+my—-6ém-2=0
Como é um quadrado, devemos ter
d(C,rp) = d(D, rg)

[7Tm—5-m+3| _|7+3m—6m—2|
Vym? +(=1)2 V12 4+ m2

=>|6m—-2|=|-3m+5|

Logo,6m—2=—3m+5=>m=gou6m—2=3m—5=>m=—1.

7 ; ~
Param = 3’ 0S pontos estariam nos prolongamentos dos lados e entdo m = —1.
Portanto, as retas sdo

ry: x+y=4

rg: y—-x=4
Fazendo as retas genéricas por Ce D

y=-5=mx-7)=>rc: x+y=12

1
y—3=—m(x—7)=>r0 ty—-x=-4

Intersectando as retas, obtemos os pontos

[(0,4), (4,8), (8,4), (4,0)

Questao 10

Considere uma piramide triangular regular reta de altura h. Uma esfera de raio r contém os ortocentros das faces
laterais da piramide e o vértice do qual foi tracada a altura da piramide. Calcule o volume da piramide em funcdo de
reh.

|l Gabarito ', \
Seja 2a a aresta da base.

aV3

Seja 0 o centro da esfera dada. Por simetria, O € AH.
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Sejam x, y e z os ortocentros das faces laterais ACD, ABD e ABC, respectivamente, e H o pé da altura da piramide.
Face ACD:
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2 2 _ A2
AM:g:,/h2+%eAx=AM—XM=g—a.g=g ga

Sendo TX || HM, com T € AH, veja que T é o centro da base da piramide triangular regular AXYZ.
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Pitdgoras no triangulo OTX:

—2 —2 J— —2 —2 J— —2
OT +TX =rP > AT—r?+TX =r? AT —2-AT-r+r’+7X =r?

— —2 2 —2
- 2-AT-r=AT +TX =AX
AT _ AX

Veja que o tridngulo ATX é semelhante ao triangulo AHM

AT _AH AX
—=— >

AT _AH AX_h _ 2x-2Mh
AX AM 2r g g
_ 2 _ 2 2 2
Masax= 2 ¢ =%«—»az=gz—2rh=h2+%—2rh<—>%:hz—zm
3h(h - 2r)
2 _
“=—7
Logo,

2 2 _
volume(ABCD) = 1§ - (20)? - V3 h=d ‘fh _ V3hi(h-2n)

4 2

10



